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评 析

　　 问题２４２　问题出在哪里？

本问题共收到评析稿件７篇，来稿前三名的作

者是：王安寓（江苏省南京市六合区实验高级中学），

周天明　（安徽省合肥市第六中学），高昌胜（湖北省

兴山县第一中学）．

多数来稿者认为：解法一和解法二是错误的，解

法三的答案是正确的，但解题过程还不够严谨．部分

来稿者认为：解法一的答案是对的，但是解题过程有

漏洞，解法二是正确的，解法三的答案是错误的，解

题过程与解法一有相同的漏洞．还有部分来稿者认

为：题设条件“Ａ，Ｂ，Ｃ三点在一条直线上”容易让学

生产生不同的理解，最好明确说明“Ａ，Ｂ，Ｃ为不同

的三点”．

为方便读者阅读，先给出原题及三种解法．

题目　设ｅ１，ｅ２是正交单位向量，→ＯＡ＝２ｅ１＋

ｍｅ２，→ＯＢ＝ｎｅ１－ｅ２，→ＯＣ＝５ｅ１－ｅ２，若Ａ，Ｂ，Ｃ三点在

一条直线上，且ｍ＝２ｎ，求ｍ，ｎ的值．
解法一　因为Ａ，Ｂ，Ｃ 三点共线，所以 →ＯＢ＝
→ｘ　ＯＡ＋（１－ｘ）→ＯＣ，将 →ＯＡ，→ＯＢ，→ＯＣ代入，得

［ｎ－２ｘ－５（１－ｘ）］］ｅ１＝［１＋ｘｍ－（１－ｘ）］ｅ２，

即（ｎ＋３ｘ－５）ｅ１＝ｘ（ｍ＋１）ｅ２．
因为ｅ１，ｅ２是正交单位向量，所以ｎ＋３ｘ－５＝

０，且ｘ（ｍ＋１）＝０．
由ｘ（ｍ＋１）＝０得ｍ＝－１或ｘ＝０．

所以，当ｍ＝－１时，ｎ＝－１２
；当ｘ＝０时，ｎ＝

５，ｍ＝１０．
解法二　因为 →ＡＢ＝ →ＯＢ－ →ＯＡ＝（ｎ－２）ｅ１－（１

＋ｍ）ｅ２，→ＡＣ＝ →ＯＣ－ →ＯＡ＝３ｅ１－（１＋ｍ）ｅ２．
因为ｅ１，ｅ２是正交单位向量，所以可以简单记为

坐标形式，→ＡＢ＝（ｎ－２，－１－ｍ），→ＡＣ＝（３，－１－

ｍ）．
因为Ａ，Ｂ，Ｃ 三点在一条直线上，所以 →ＡＢ／／

→ＡＣ，所以（ｎ－２）（－１－ｍ）＝３（－１－ｍ），即（ｎ－５）

（ｍ＋１）＝０，所以ｍ＝－１或ｎ＝５．

当ｍ＝－１时，ｎ＝－１２
；当ｎ＝５时，ｍ＝１０．

解法三　因为Ａ，Ｂ，Ｃ 三点共线，所以 →ＯＡ＝
→ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ，将 →ＯＡ，→ＯＢ，→ＯＣ代入，整理得（ｍ

＋１）ｅ２＝（ｎｘ－５ｘ＋３）ｅ１．因为ｅ１，ｅ２是正交单位向

量，所以ｍ＋１＝０，所以ｍ＝－１，ｎ＝－１２．

选登１　
笔者认为解法一、解法二的答案错误，解法三的

答案正确．

解法一和解法三都是运用矢径定理得出答案．

矢径定理　已知 →ＯＡ、→ＯＢ不共线，且 →ＯＰ＝ →ｘ　ＯＡ

＋ｙ →ＯＢ，则Ａ、Ｂ、Ｐ三点共线的充要条件是ｘ＋ｙ＝

１．

解法一是用 →ＯＡ、→ＯＣ表示 →ＯＢ，解法三是用 →ＯＢ、
→ＯＣ表示 →ＯＡ，形式相同，解题过程类似，不应该出现

不同结果．但事实上是出现了不同的结果．问题出在

哪？

我们先从图形的角度分析，再从数的角度分析．

由于ｅ１，ｅ２是正交单位向量，故我们可以用点的

坐标代替向量，即 →ＯＡ、→ＯＢ、→ＯＣ对应Ａ（２，ｍ）、Ｂ（ｎ，

－１）、Ｃ（５，－１），显然，直线ＢＣ的方程为ｙ＝－１，

而Ａ，Ｂ，Ｃ三点共线，所以Ａ点必在直线ＢＣ 上，从

而ｍ＝－１，又ｍ＝２ｎ，所以ｎ＝－１２．

从数据上看，Ａ，Ｂ，Ｃ三点共线得到ｍ，ｎ的一

个方程，再加上ｍ＝２ｎ，解方程组必能求出ｍ，ｎ的

值．三种解法的区别点是由三点共线得出ｍ，ｎ的方

程的过程不同，造成了结果的差异．差异的原因是忽

视了“三点”是指“全部不重合的三点”．解法一中，当

ｘ＝０时，→ＯＢ＝ →ＯＣ，即Ｂ与Ｃ 重合，虽然仍有Ａ，Ｂ，

Ｃ三点共线，但与常规的约定相悖，即与Ａ，Ｂ，Ｃ三

点都不重合相悖．同样，解法二中，当ｎ＝５时，向量
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→ＡＢ＝ →ＡＣ，此时，Ｂ与Ｃ 重合，出现矛盾．至此，我们

看到，解法一和解法二出现增解，出现增解的原因是

忽视了验证Ａ，Ｂ，Ｃ三点都不重合．
那么，解法三为什么正确呢？

解法三中，→ＯＡ＝ｙ →ＯＢ＋（１－ｙ）→ＯＣ，恰好避开了

Ｂ、Ｃ重合的可能．事实上，将解法一中的 →ＯＡ求出，得

到 →ＯＡ＝１ｘ
→ＯＢ＋（１－１ｘ

）→ＯＣ，对比两式，易发现，解

法三中的ｙ相当于解法一中的１ｘ
，自然将增解ｘ＝０

舍掉而得到正确的答案．从坐标上看，Ａ（２，ｍ）、Ｂ
（ｎ，－１）、Ｃ（５，－１）三点中，Ａ 与Ｃ 是不可能重合

的，而Ｂ与Ｃ有可能重合．故解法三选择用 →ＯＢ、→ＯＣ

表示 →ＯＡ不会出现增解．
从解法一和解法三的对比中，我们发现计算途

径的选择很重要．不同的计算途径会造成不同的计

算过程，甚至会造成不同的计算结果．因此，对一道

题目的求解，要认真思考计算途径，然后才能动手求

解．另外，我们也应看到解题检验的重要性．一道题

目求解完成后，还要做一个检验———检验求解过程

中所用知识、方法的易忽视点和易错点，要养成对易

错点易忽视点的敏感性．在求解的过程中，也要注意

自己思维的可监控性．

王安寓（江苏省南京市六合区实验高级中学　

２１１５００）

选登２　
笔者认为：解法一的答案是对的，但是解题过程

有漏洞，解法二是正确的，解法三的答案是错误的，

解题过程与解法一有相同的漏洞．解法一和解法三，

都用了同一个结论：

若三点Ｐ，Ｑ，Ｒ 共线，则 →ＯＰ＝ →ｘ　ＯＱ＋（１－ｘ）
→ＯＲ．

但是，这个结论有时并不成立．因为 →ＯＰ＝ →ｘ　ＯＱ

＋（１－ｘ）→ＯＲ →ＯＰ－ →ＯＲ＝ｘ（→ＯＱ－ →ＯＲ） →ＲＰ＝ｘ
→ＲＱ，而当Ｐ，Ｑ，Ｒ中恰有Ｑ，Ｒ两点重合时，→ＲＰ≠０，
→ＲＱ＝０，→ＲＰ＝ →ｘ　ＲＱ不成立．这个结论的证明中，用

到了共线向量定理：向量ａ（ａ≠０）与ｂ共线，当且仅

当有唯一一个实数λ，使ｂ＝λａ．这里必须保证向量ａ

≠０．

解法一中，由三点Ａ，Ｂ，Ｃ共线，直接得到 →ＯＢ＝
→ｘ　ＯＡ＋（１－ｘ）→ＯＣ是不正确的，这样做，实际上默认

了Ａ，Ｃ不重合，因此还要讨论Ａ，Ｃ重合的情形，当

Ａ，Ｃ重合时，→ＯＡ＝ →ＯＣ，２　ｅ１＋ｍｅ２＝５　ｅ１－ｅ２，因为

ｅ１，ｅ２是单位正交基底，所以２　ｅ１＋ｍｅ２≠５　ｅ１－ｅ２，

故Ａ，Ｃ不重合．因此，解法一的答案是对的，但是解

题过程有漏洞．

解法一的解题过程可以完善如下：因为ｅ１，ｅ２是

单位正交基底，所以２　ｅ１＋ｍｅ２≠５　ｅ１－ｅ２，故Ａ，Ｃ

不重合．由三点Ａ，Ｂ，Ｃ共线，直接得到 →ＯＢ＝ →ｘ　ＯＡ

＋（１－ｘ）→ＯＣ，将 →ＯＡ，→ＯＢ，→ＯＣ代入，得（ｎ＋３ｘ－５）ｅ１

＝ｘ（ｍ＋１）ｅ２，因为ｅ１，ｅ２是单位正交基底，所以ｎ＋

３ｘ－５＝０，且ｘ（ｍ＋１）＝０．解得ｍ＝－１，ｎ＝－１２

或ｍ＝１０，ｎ＝５．

解法二中，使用了课本上平面向量共线的坐标

表示：设ａ＝（ｘ１，ｙ１），ｂ＝（ｘ２，ｙ２），当且仅当ｘ１ｙ２－

ｘ２ｙ１＝０时，向量ａ，ｂ（ｂ≠０）共线．虽然课本上要求

ｂ≠０，但实际上我们可以证明，ｂ＝０时这个结论也

是成立的．因此，这个结论可推广为：设ａ＝（ｘ１，

ｙ１），ｂ＝（ｘ２，ｙ２），，当且仅当ｘ１ｙ２－ｘ２ｙ１＝０时，向

量ａ，ｂ共线．因此，解法二是正确的．

解法三中，由三点Ａ，Ｂ，Ｃ共线，直接得到 →ＯＡ＝
→ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ是不正确的，这样做，实际上默认

了Ｂ，Ｃ不重合，因此还要讨论Ｂ，Ｃ重合的情形，当

Ｂ，Ｃ重合时，→ＯＢ＝ →ＯＣ，ｎｅ１－ｅ２＝５　ｅ１－ｅ２，因为ｅ１，

ｅ２是单位正交基底，所以ｎ＝５，ｍ＝１０．因此，解法三

的答案是错误的，解题过程与解法一有相同的漏洞．

解法三的解题过程可以完善如下：当Ｂ，Ｃ重合

时，→ＯＢ＝ →ＯＣ，ｎｅ１－ｅ２＝５　ｅ１－ｅ２，因为ｅ１，ｅ２是单位

正交基底，所以ｎ＝５，ｍ＝１０．

当Ｂ，Ｃ不重合时，由三点Ａ，Ｂ，Ｃ共线，直接得

到 →ＯＡ＝ →ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ，将 →ＯＡ，→ＯＢ，→ＯＣ代入，得

（ｍ＋１）ｅ２＝（ｎｘ－５ｘ＋３）ｅ１．因为ｅ１，ｅ２是正交单位

向量，所以ｍ＋１＝０，所以ｍ＝－１，ｎ＝－１２．

综上，ｍ＝－１，ｎ＝－１２
或ｍ＝１０，ｎ＝５．

在向量中不能忽略零向量的影响，共线向量定

理：向量ａ（ａ≠０）与ｂ共线，当且仅当有唯一一个实
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数λ，使ｂ＝λａ．这里要保证向量ａ≠０，否则结论不成

立．若三点Ｐ，Ｑ，Ｒ 共线，且Ｑ，Ｒ 两点不重合，则
→ＯＰ＝ →ｘ　ＯＱ＋（１－ｘ）→ＯＲ．这里要保证Ｑ，Ｒ两点不重

合，否则结论不成立．

教学中，我们不能忽略定义、定理、性质的条件，

要对条件进行梳理，讲清条件是否可以减少或变化，

结论是否可以改进，这样学生才能真正理解并掌握

相关知识，也才有可能做到灵活运用．

周天明（安徽省合肥市第六中学　２３０００１）

选登３　
我们将解法一中多出的解ｍ＝１０，ｎ＝５代回题

目，可以发现 →ＯＢ＝５ｅ１－ｅ２＝ →ＯＣ，也就是说此时Ｂ、Ｃ

两点是重合的．而此时并不存在ｘ∈Ｒ，使得 →ＯＡ＝
→ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ，这是因为，在 →ＯＢ＝ →ＯＣ的前提下，

若ｘ∈Ｒ，使得 →ＯＡ＝ →ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ，则 →ＯＡ＝
→ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＢ＝ →ＯＢ，这样我们会得到Ａ、Ｂ两点

也重合，这明显与题目条件不符．于是，由解法三是

无法得到ｍ＝１０，ｎ＝５这组解的．
这样就有一个问题了：解法一和解法三明明是

同样的解法，使用的都是解三点共线问题的常用解

法，为什么得到的解不一样呢？这就需要我们重新

审视一下这个解法依赖的定理（三点共线定理）：Ａ、

Ｂ、Ｃ三点共线ｘ∈Ｒ，使得 →ＯＡ＝ →ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）
→ＯＣ．
由第一段的分析可知：在本题的这个例子里，当

→ＯＢ＝ →ＯＣ时，由Ａ、Ｂ、Ｃ三点共线是无法得到 →ＯＡ＝
→ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ，但是可以得到 →ＯＢ＝ →ｘ　ＯＡ＋（１－

ｘ）→ＯＣ和 →ＯＣ＝ →ｘ　ＯＡ＋（１－ｘ）→ＯＢ等．而我们在使用这

个定理的时候，都认为 →ＯＡ、→ＯＢ、→ＯＣ三者出现在式子
→ＯＡ＝ →ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ中的顺序是任意的．现在出

现两个式子成立，一个不成立，这就给这个定理的使

用带来了困难．为什么会出现这样的问题？这和我

们对该定理细节的把握存在缺失有关．该定理严格

的表述是：

互不相同的三点Ａ、Ｂ、Ｃ共线不等于０和

１的实数ｘ，使得 →ＯＡ＝ →ｘ　ＯＢ＋（１－ｘ）→ＯＣ（点Ｏ是与

Ａ、Ｂ、Ｃ三点不同的任意一点，该式子也可以写成
→ＯＡ＝ →ｘ　ＯＣ＋（１－ｘ）→ＯＢ、→ＯＢ＝ →ｘ　ＯＡ＋（１－ｘ）→ＯＣ和
→ＯＣ＝ →ｘ　ＯＡ＋（１－ｘ）→ＯＢ等，共六个．当然，对于不同

的式子，ｘ值是不同的）．
也就是说，由三点共线可以推出六个式子；而要

得到三点共线，只需要一个式子成立即可．定理的证

明是简单的，这里从略．

于是，对于这题，我们既可以改题目，也可以改

解法．

先说改题目．只要在原题目中加上条件“若Ａ、

Ｂ、Ｃ三点互不相同”即可．于是解法一中的ｘ就不

能为０，这就排除掉了ｍ＝１０，ｎ＝５这组平凡解．解

法一和解法三的结果就相同了．

再说改解法．如果允许Ａ、Ｂ、Ｃ三点中可以有

两点重合，那么我们就要分类讨论了．这时，解法一

和解法三都不完善，都要做修正．（具体见选登２，此

处略．）

对于这道题，笔者认为还是改题目比较好．因为

这道题的条件比较特殊，会出现两点重合的情况，而

通常的三点共线问题中都默认这三点是互不相同的

三点，同时绝大部分的题目中并不会出现两点重合

这种退化的情况；另外，在这样的题目当中去考察分

类讨论思想也并不是很好，这会给学生的学习带来

额外的负担．但是我们在三点共线定理的教学中，还

是应该更细致一些，也就是将定理的表述改为上述

较为严格的形式．

邓超 （福建省福州市第十八中学象园校区，

３５０００５）
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