
·数学竞赛·

邓超 （福建省福州市第十八中学象园校区　３５０００５）

邓超 中学数学二级教师，
获理学学士学位。主要从事中学
数学解题方面的研究，研究领域
侧重于代数、组合学和概率论；
同时也研究游戏中的数学以及

如何将初等数学应用于生活实

践。

例 　 若有理数ａ，ｂ，ｃ两两不等，则ａ－ｂｂ－ｃ
，

ｂ－ｃ
ｃ－ａ

，ｃ－ａ
ａ－ｂ
中负数的个数是（　　）

（Ａ）３个．　　　　 （Ｂ）２个．
（Ｃ）１个． （Ｄ）０个．
解法１　 特殊值法

取ａ＝０，ｂ＝１，ｃ＝－１，则
ａ－ｂ
ｂ－ｃ＝－

１
２
，ｂ－ｃ
ｃ－ａ＝－

２，ｃ－ａａ－ｂ＝
１，

其中含有两个负数，故选（Ｂ）．
注 　 特殊值法是解客观题特别是选择题

的常用、有效的方法．利用此法常常可以快速的
解决某些选择题，因此在考试期间经常使用．但
是，使用此法只能做到知其然而不知其所以然．
平时练习时不应满足于选对，需要另寻它法．
解法２　 我们考虑三个式子的积：

ａ－ｂ
ｂ－ｃ

·ｂ－ｃ
ｃ－ａ

·ｃ－ａ
ａ－ｂ＝

１，

由积是一个正数．
可知这三个式子中的负数一定是偶数个，要么
是０个，要么是２个．
令ｘ＝ａ－ｂ，ｙ＝ｂ－ｃ，ｚ＝ｃ－ａ，则有ｘ

＋ｙ＋ｚ＝０且ｘ，ｙ，ｚ都不为０．

同时，原来的三个式子变为ｘ
ｙ
，ｙ
ｚ
，ｚ
ｘ．

因为 ｘ＋ｙ＋ｚ＝０，
且ｘ，ｙ，ｚ都不为０，
所以ｘ，ｙ，ｚ中必有一个是正数，一个是负数，

这两个数的商必然在ｘ
ｙ
，ｙ
ｚ
，ｚ
ｘ
中出现，且商为

负数，于是这三个数中至少有一个负数．
所以有两个负数．
解法３　 我们观察到这三个式子具有轮换

对称性，因此不妨设：ａ＞ｂ＞ｃ，则
ａ－ｂ
ｂ－ｃ＞

０，ｂ－ｃｃ－ａ＜
０，ｃ－ａａ－ｂ＜

０，

有两个负数，选（Ｂ）．
注 　 这里有一个概念：轮换对称性．这是

和代数式相关的概念，我们以三元的代数式为
例说明这一概念．对于代数式ｆ（ａ，ｂ，ｃ），对三
个字母做任意的轮换（就是把ａ换成ｂ，ｂ换成ｃ，ｃ换

成ａ；或者ａ把换成ｃ，ｃ换成ｂ，ｂ换成ａ）后，所得到的
新的代数式（变为ｆ（ｂ，ｃ，ａ）或ｆ（ｃ，ａ，ｂ））都与原来

的代数式相同，就称该代数式具有轮换对称性．
比如，ａ２ｂ＋ｂ２ｃ＋ｃ２　ａ就具有轮换对称性．而对
此题的三个式子，做一次字母轮换，得到的三个
式子与原来的相同（当然顺序不同），因此说它们
具有轮换对称性．但是解法３不正确，至少不完
全正确．解法３证明了当ａ＞ｂ＞ｃ时，三式中必
有两个负数，由轮换对称性，我们可以得到：当
ｂ＞ｃ＞ａ和ｃ＞ａ＞ｂ时，其中也有两个负数．
比如，若三个有理数满足ｂ＞ｃ＞ａ，那么我们
把ｂ换成ａ，ａ换成ｃ，ｃ换成ｂ，于是有ａ＞ｂ＞ｃ，
而这已经讨论过了．但是，对于ｂ＞ａ＞ｃ，ａ＞ｃ
＞ｂ和ｃ＞ｂ＞ａ这三种情况就要另外讨论了，
由轮换对称性，只要考虑其中一种即可．于是我
们对解法三进行修正，有
解法３（更正）　 首先，我们观察到这三个

式子具有轮换对称性．
（１）当ａ＞ｂ＞ｃ时，
ａ－ｂ
ｂ－ｃ＞

０，ｂ－ｃｃ－ａ＜
０，ｃ－ａａ－ｂ＜

０，

有两个负数．
（下转２８页）
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张琴娣 （江苏省扬中市西来桥学校　２１２２２１）

张琴娣 研究生学历，中学
一级教师。自工作以来一直致力
于中学数学教学的研究，大胆尝
试教学改革，教学成绩优异，有
多篇文章在报刊杂志上发表。

图１

题目 　 如图１，在矩形

ＡＢＣＤ中，ＡＢ＝５，ＡＤ＝ａ（ａ
＞５）．点Ｐ在以Ａ为圆心、ＡＢ
长为半径的⊙Ａ上，且在矩形
ＡＢＣＤ 的内部，Ｐ 到ＡＤ，ＣＤ
的距离ＰＥ，ＰＦ 相等．

（１）若ａ＝７，求ＡＥ 长；
（２）探索：ａ的取值与点Ｐ个数之间的关系？

图２

解法１　（１）连接ＡＰ．
设ＡＥ ＝ｘ，则
ＥＤ ＝７－ｘ．

因为四边形ＡＢＣＤ 是矩形，
所以 ∠Ｄ＝９０°．
又因为点Ｐ到ＡＤ，ＣＤ的距离
ＰＥ，ＰＦ 相等，
所以 四边形ＰＥＤＦ 是正方形．
则 ＰＥ ＝ＥＤ ＝７－ｘ．
在Ｒｔ△ＰＡＥ 中，由勾股定理，得

ＡＥ２＋ＰＥ２ ＝ＰＡ２，
即 （７－ｘ）２＋ｘ２ ＝５２，
解得 ｘ＝３或４．
所以ＡＥ 的长为３或４．

　　（２）同（１），可知，在Ｒｔ△ＰＡＥ 中，

ＰＥ ＝ＥＤ ＝ａ－ｘ，
由勾股定理，得

ＡＥ２＋ＰＥ２ ＝ＰＡ２，
即 （ａ－ｘ）２＋ｘ２ ＝２５，
化简得 ２ｘ２－２ａｘ＋ａ２－２５＝０，

Δ＝４ａ２－４×２（ａ２－２５）

＝－４ａ２＋２００，

所以当５＜ａ＜ 槡５　２时，存在两个点Ｐ满足条
件；

当ａ＝ 槡５　２时，存在唯一的点Ｐ满足条件；
当ａ＞ 槡５　２时，不存在点Ｐ满足条件．
解法２　（１）同解法１．

图３

（２）连接ＰＤ．
因为点Ｐ 到ＡＤ，ＣＤ 的

距离ＰＥ，ＰＦ 相等，所以点Ｐ
在 ∠ＦＤＥ 的角平分线上．
若直线ＰＤ 与 ⊙Ａ相切，则
在Ｒｔ△ＡＰＤ 中，

ＡＰ ＝ＰＤ ＝５，
由勾股定理，得

ＡＤ ＝ ＡＰ２＋ＰＤ槡 ２　＝ 槡５　２，
所以当５＜ａ＜ 槡５　２时，直线ＰＤ 与 ⊙Ａ相交，
存在两个点Ｐ满足条件；

当ａ＝ 槡５　２时，直线ＰＤ与⊙Ａ相切，存在
唯一的点Ｐ满足条件；

当ａ＞ 槡５　２时，直线ＰＤ与⊙Ａ相离，不存
在点Ｐ满足条件


．

（上接２９页）

由三个式子的轮换对称性，可以得到当ｂ
＞ｃ＞ａ和ｃ＞ａ＞ｂ时，也有两个负数．

（２）当ｂ＞ａ＞ｃ时，

ａ－ｂ
ｂ－ｃ＜

０，ｂ－ｃｃ－ａ＜
０，ｃ－ａａ－ｂ＞

０，

由轮换对称性，可以得到当ａ＞ｃ＞ｂ和ｃ＞ｂ

＞ａ时，也有两个负数．

综上所述，全部的６种情况都已讨论，都只

有两个负数．

故选（Ｂ）．
·８２·

《数理天地》初中版 中考数学高分之路 ２０１８年第２期



