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　　问题２４３　学生的解法对吗？

为便于读者阅读，将原问题摘录如下．
题目　已知椭圆Ｅ的中心在坐标原点Ｏ，焦点

在ｘ轴上，其离心率为槡３
３
，过点Ｃ（－１，０）的直 线ｌ

与椭圆Ｅ 相交于Ａ，Ｂ两点，且满足 →ＣＡ＝２ →ＢＣ．求当

△ＡＯＢ的面积达到最大时直线ｌ和椭圆Ｅ 的方程．
教师的解答：设Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），直线ｌ的

方程为ｘ＝ｍｙ－１（斜率为０时不满足条件，舍去）．
由 →ＣＡ＝２ →ＢＣ得ｘ１＋１＝－２－２ｘ２，ｙ１＝－２ｙ２．

∵ｅ＝槡３３，∴ａ 槡＝ ３ｃ，ｂ 槡＝ ２ｃ，故 可 设 椭 圆Ｅ 的

方程为ｘ
２

３ｃ２＋
ｙ２
２ｃ２＝１．

联立

ｘ＝ｍｙ－１，

ｘ２
３ｃ２＋

ｙ２
２ｃ２＝１

烅
烄

烆
，

消去ｘ得

（２ｍ２＋３）ｙ２－４ｍｙ＋２－６ｃ２＝０ ①

由韦达定理知：ｙ１＋ｙ２＝ ４ｍ
２ｍ２＋３

，

∴ｙ１＝ ８ｍ
２ｍ２＋３

，ｙ２＝ －４ｍ
２ｍ２＋３．

显然ｍ≠０，所以

Ｓ△ＡＯＢ＝Ｓ△ＡＯＣ＋Ｓ△ＢＯＣ＝
１
２｜ｙ１｜＋

１
２｜ｙ２｜

＝１２｜ｙ１－ｙ２｜＝
６｜ｍ｜
２ｍ２＋３＝

６

２｜ｍ｜＋ ３
｜ｍ｜

≤ ６
槡２ ６
＝槡６２，

当且仅当ｍ２＝３２
即ｍ＝±槡６２时取等号．

又∵ｙ１·ｙ２＝２－６ｃ
２

２ｍ２＋３＝
８ｍ

２ｍ２＋３
·（－４ｍ
２ｍ２＋３

）＝

－４３
，解得ｃ２＝５３．

经检验：当ｍ＝±槡６２且ｃ２＝５３
时满足方程①的

Δ＞０．

综上：椭圆Ｅ的方程为ｘ
２

５＋
ｙ２
１０
３

＝１，直线ｌ的方

程为２ｘ 槡± ６ｙ＋２＝０．

学生的解答：∵ｅ　＝槡３３，∴ａ 槡＝ ３ｃ，ｂ 槡＝ ２ｃ，故可

设椭圆Ｅ的方程为ｘ
２

３ｃ２＋
ｙ２
２ｃ２＝１．

由直线过点Ｃ（－１，０），可设直线ｌ的方程为ｘ

＝ｍｙ－１．
设Ａ（ｘ１，ｙ１）（ｙ１＞０），则 →ＣＡ＝（ｘ１＋１，ｙ１），→ＢＣ

＝（ｘ１＋１２
，ｙ１
２
），∴Ｂ（－１－ｘ１＋１２

，－ｙ１２
）．

此时点Ｏ 到 直 线ＡＢ 的 距 离 为ｄ＝ １
１＋ｍ槡 ２

，

｜ＡＢ｜＝
３ｙ１ １＋ｍ槡 ２

２
，故Ｓ△ＡＯＢ ＝

１
２ｄ

·｜ＡＢ｜＝

３
４ｙ１

，即ｙ１ 取最大时Ｓ△ＡＯＢ的面积取最大．

而ｙ１ 的最大值为槡２ｃ，此时Ａ（０，槡２ｃ），Ｂ（－３２，

－槡２２ｃ），将 点 Ｂ 的 坐 标 代 入 椭 圆Ｅ 的 方 程 得：

（－３２
）２

３ｃ２ ＋
（－槡２２ｃ）

２

２ｃ２ ＝１，解得ｃ２＝１，进而得到ｍ＝

槡２
２．

∴椭圆Ｅ的 方 程 为ｘ
２

３＋
ｙ２
２＝１

，直 线ｌ的 方 程

为２ｘ 槡－ ２ｙ＋２＝０．
学生的解法对吗？教师又该如何去分析？对我

们的解题又有什么启示？希望同行给予指正．

本问题共收到评析稿件１６篇，均认为学生的解

法是错误的．来稿前三名的作者是：林运来　陈永民

（福建省漳州开发区南滨大道３１８号厦门大学附属
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实验中学），尚生陈（陕西省延安育英中学），夏炳文

（安徽省阜阳市第三中学）．
选登１　

学生的解答从开始至“Ｓ△ＡＯＢ＝
１
２ｄ
·｜ＡＢ｜＝３４

ｙ１”都是正确的，错误在于后继解答中“含糊”地利用

“ｙ１ 的最大值为槡２ｃ”进一步求解ｃ和ｍ．

事实上，在所设椭圆ｘ
２

３ｃ２＋
ｙ２
２ｃ２＝１

（ｃ＞０）中，ｙ取

最大值槡２ｃ是正确的，但是这里ｃ是一个变量，要随

椭圆Ｅ不 同 而 变，且△ＡＯＢ 的 面 积 为３
４ｙ１＝ｆ

（ｃ）

（即为一个关于ｃ的函数）．因为椭圆Ｅ的离心率是

常数，对于每一个椭圆Ｅ，即ｃ的值取定以后，直线ｌ
也就随之确定，此时ｆ（ｃ）也就是一个确定的值．问题

的实质就是：求满足题设条件的ｃ变化时函数ｆ（ｃ）

的最大值．因此，不能简单把ｙ１ 的最大值“当成”槡２ｃ
代入椭圆方程求解得出的结果当成最终结论．学生

错误的本质在于把关系式Ｓ△ＡＯＢ＝
３
４ｙ１

与另一个关

系式
ｘ２１
３ｃ２＋

ｙ２１
２ｃ２＝１

之间的逻辑关系等同于函数的定

义域与值域之间的对应关系，产生了混淆．
下面从图形的角度对问题进一步辨析．

（１）利用“ｙ１ 的最大值是槡２ｃ”进行求解，相当于

“默认”当点Ａ为椭圆的短轴上端点时△ＡＯＢ的面

积达到最大值，此时满足题 目 条 件 的 直 线ｌ与 椭 圆

在ｘ轴上方的交点就是椭圆短轴的上端点Ａ，如图

１．由学生的解答方法易知此时ｃ＝１．

图１ 图２

（２）当ｃ≠１时，满 足 条 件 的 直 线ｌ与 椭 圆 在ｘ
轴上方的交点Ａ 不是椭圆的短轴上端点，如图２（其

中直 线ＡＢ随ｃ的 取 值 而 变 化），此 时△ＡＯＢ的 面

积可能存在比（１）中得出的面积要大的情形，但这个

值并不是在“ｙ１ 槡＝ ２ｃ”时取到（因为ｙ１ 根本取不到

槡２ｃ），因此这 种 情 形 下 利 用“ｙ１ 的 最 大 值 是槡２ｃ”进

行求解就不正确了．

如上所说，“ｙ１ 的最大值为槡２ｃ”本身就存在“无

效推理”，是一个“含糊”的前提，含糊的前提就算经

过正确的推理，得出的结论也是错误的．
林运来　陈永民（福建省漳州开发区南滨大道

３１８号厦门大学附属实验中学　３６３１０５）

选登２　
学生的解法是错误的，并且解法中出现的几处

错误还非常典型，以下是笔者的思考．

１．设点Ａ的坐标时可以加限制条件ｙ１＞０吗？

在学生的解 法 中，设Ａ 的 坐 标（ｘ１，ｙ１）时 加 了

一个限制条件ｙ１＞０，因为Ａ，Ｂ，Ｏ三点可以构成三

角形，所以ｙ１≠０，先姑且认为学生的整个解法是正

确的，那么ｙ１＜０和ｙ１＞０这两种情况下答案是一

样的吗？若ｙ１＜０，则Ｓ△ＡＯＢ＝－
３
４ｙ１

，那么ｙ１ 取最

小时Ｓ△ＡＯＢ取最大 值，ｙ１ 的 最 小 值 为 槡－ ２ｃ，此 时 可

以得到ｃ＝１，ｍ＝－槡２２，显然，ｍ 的取值与ｙ１＞０时

的不一样．导致这种错误的根本原因是学生作图的

随意性，认 为 点Ａ 在ｘ 轴 上 方 和 下 方 情 况 是 一 样

的．

２　．槡２ｃ可以作为ｙ１ 的最大值吗？

其实，教师和学生的解法本质是一样的，都是通

过构造函数求其最大值，并且所得到的△ＡＯＢ的面

积表达式也是一样的，教师解 法 中 得 到 面 积 为Ｓ＝

６｜ｍ｜
２ｍ２＋３

，且ｙ１＝ ８ｍ
２ｍ２＋３

，则Ｓ＝３４｜ｙ１｜
，如果学生在

设点Ａ坐标时不加 限 制 条 件ｙ１＞０，也 是 得 到Ｓ＝

３
４｜ｙ１｜

，只不过得到△ＡＯＢ的面积的渠道不一样，

而学生错误的本质原因是对函数最值的概念没有理

解清楚．
不妨先看看 最 值 的 定 义，在 人 教 Ａ版 教 材 中，

“函数的最大值”的定义为：

一般地，设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｉ，如果存

在实数ｍ满足：（１）对于任意的ｘ∈Ｉ，都有ｆ（ｘ）≤
ｍ；（２）存在ｘ０∈Ｉ，使得ｆ（ｘ０）＝ｍ．那么，我们称ｍ
是函数ｙ＝ｆ（ｘ）的最大值．
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由定义可知，ｍ应该是与自变量ｘ 无关的一个

常数，那么学 生 解 法 中 的槡２ｃ是 常 数 吗？在 教 师 的

解法中，可知２－６ｃ
２

２ｍ２＋３＝
８ｍ

２ｍ２＋３
·（－４ｍ
２ｍ２＋３

），如 果ｃ

为常数，那么ｍ也就是常数，于是三角形ＡＯＢ的面

积就是定值了，这就说明ｃ是一个变量，所以槡２ｃ不

可以作为ｙ１ 的最大值．

夏炳文 （安徽省阜阳市第三中学　２３６０００）

选登３　
仔细审视该学生的解法（下文称原解法），可以

认为他正确地得到了Ｓ△ＡＯＢ＝
３
４ｙ１

，从而得到ｙ１ 取

最大值时，Ｓ△ＡＯＢ取最大值（事实上不应该假设ｙ１＞

０，除此之外，到这步没有错误），但之后的做法就完

全错了．为了便于分析该解法后面的错误，我们先沿

着该解法的思路完成本题．

首先，我们要去掉ｙ１＞０这个假设，于是可以得

到Ｓ△ＡＯＢ＝
３
４｜ｙ１｜．

为了得到这个结论，只使用了 →ＣＡ

＝２ →ＢＣ这个条件，没有使用Ａ，Ｂ 两 点 在 椭 圆Ｅ 上

这个条件，原解法的错误正是出现在对这个条件的

使用上．

接下来要求出｜ｙ１｜的最大值，我们先把ｙ１ 的约

束条件找出来．

由原 解 法 可 知：Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（－１－
ｘ１＋１
２
，

－ｙ１２
），这两个点在椭圆Ｅ上，所以可得

ｘ２１
３＋
ｙ２１
２＝ｃ

２ ②

（ｘ１＋３）２

１２ ＋ｙ
２
１

８＝ｃ
２ ③

为了在这两 个 方 程 的 约 束 下 求 出｜ｙ１｜的 最 大

值，消去ｃ２ 得
ｘ２１
３＋
ｙ２１
２＝

（ｘ１＋３）２

１２ ＋ｙ
２
１

８
，化简整理得

２
３
（ｘ１－１）２＋ｙ２１＝８３ ④

不难看出，这是一个椭圆的方程．也就是说题目

中的Ａ点的轨迹是椭圆的一部分（通过画图可知，Ａ
点只能 在 直 线ｘ＝－１的 右 侧，因 而 不 是 整 个 椭

圆），于是｜ｙ１｜的最大值就容易求了，实际上我们应

该求ｙ２１ 的最大值．

由④式得ｙ２１＝８３－
２
３
（ｘ１－１）２，所以，当ｘ１＝１

时，ｙ２１ 取最大值８
３
，此时ｙ１＝± 槡２ ６

３ ．

将ｘ１＝１，ｙ１＝± 槡２　６
３

代入式②可得ｃ２＝５３
，所

以此时椭圆方程为ｘ
２

５＋
ｙ２
１０
３

＝１．

再 将 它 们 代 入 直 线 方 程ｘ＝ｍｙ－１得 ｍ＝

±槡６２，所以此时直线ｌ的方程为２ｘ 槡± ６ｙ＋２＝０．

接 下 来 我 们 看 看 原 解 法 后 面 的 错 误 是 怎 么 回

事．由于原解法中“假设ｙ１＞０”不是关键性的错误，

且为了方便说明本质错误，我们姑且认为其中的假

设“ｙ１＞０”没 有 问 题．原 解 法 得 到Ｓ△ＡＯＢ＝
３
４ｙ１

，于

是要求Ｓ△ＡＯＢ 的 最 大 值，只 需 要 求ｙ１ 的 最 大 值．到

了这里，原解法马上说ｙ１ 的最大值是槡２ｃ，而这是不

对的，因为这个结论的产生实际上是默认了ｙ１ 只满

足式②这个 约 束 条 件（Ａ 点 在 椭 圆Ｅ 上），但 是ｙ１
还应该满 足 式③这 个 约 束 条 件（Ｂ 点 也 在 椭 圆Ｅ
上）．于是原解法得到了错误的结论：当ｙ１ 取最大值

时，Ａ点位于ｙ轴 上（因 为 原 解 法 得 到Ａ 点 的 坐 标

为（０，槡２ｃ））．而实际上经过Ａ，Ｂ两点（Ａ，Ｂ满足条

件 →ＣＡ＝２ →ＢＣ）且离心率为槡３
３

的椭圆有无数个，绝大

多数情况中，Ａ点都不在ｙ 轴上，于是ｙ１ 取最大值

时，Ａ点不太可能恰好位于ｙ轴上．到了这里，“Ｂ点

位于椭圆Ｅ 上”这个条件还未使用 过，于 是 将Ｂ点

坐标（－３２
，－槡２２ｃ）代 入 椭 圆Ｅ 的 方 程，完 成 了 此

题，得到了错误的答案．我们用一句话总结：原解法

出现错误的原因是没有正确的使用“Ｂ点在 椭 圆Ｅ
上”的这个条件，在应该使用该条件的时候忽略了该

条件．
这个例子告诉我们：解题时并不是使用了题目

给定的所有条件就能得到正确的答案，有时，条件使

用的顺序恰当与否也将关系到我们能否正确地做出

解答．
邓 超 （福 建 省 福 州 市 第 十 八 中 学 象 园 校 区　

３５０００５）
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