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题 目　已知ａ，ｂ为质数，且满足ａ３－ｂ５＝
（ａ＋ｂ）２，那么代数式ａ３－ｂ３＋２的值为（　　）

（Ａ）３１６．　　　　 （Ｂ）３１７．
（Ｃ）３１８． （Ｄ）３１９．
分析 　 对于这类和质数有关的题目，一般

来说，这类题目肯定只能要把所有的质数都求

出来，也就是不可能用整体代换的思想求解（否

则质数的条件 就 用 不 上 了）．这类题目 中 的 质 数 一

定不会太大，无非就是取２，３，５，７，这些比较小

的质数试一试，然后再利用取特殊质数的模得

到严格的证明．
此 题中因为ａ３－ｂ５＝（ａ＋ｂ）２＞０，显然有

ａ＞ｂ，即ａ≥ｂ＋１．于是可对取２，３，５，７试一

试，看看是否能求出ａ，但是这样会得到一个一

元三次方程，很难处理．于是，我们转换思路，试
试可否用整除的性质求解．
由ａ３－ｂ５ ＝ （ａ＋ｂ）２，得

ａ２（ａ－１）＝ｂ（ｂ４＋ｂ＋２ａ），
所以 ｂ｜ａ２（ａ－１），
因为 ａ≠ｂ且ａ，ｂ都是质数，
所以 ａ、ｂ互质，
所以ｂ｜（ａ－１），可设ａ－１＝ｂｋ（ｋ是大于０的自

然数），
即 ａ＝ｂｋ＋１（ｋ≥１）．
同理又由ａ３－ｂ５ ＝ （ａ＋ｂ）２，得

ａ（ａ２－ａ－２ｂ）＝ｂ２（ｂ３＋１），
所以 ａ｜ｂ２（ｂ３＋１）．
因为ａ，ｂ互质，所以ａ｜（ｂ３＋１），
即 ａ｜（ｂ＋１）（ｂ２－ｂ＋１），

因为 ａ为质数，
所以 ａ｜ｂ＋１或ａ｜ｂ２－ｂ＋１．
若ａ｜ｂ＋１，则ａ≤ｂ＋１，
又有 ａ≥ｂ＋１，
所以 ａ＝ｂ＋１，
因为ａ，ｂ为质数，所以此时ａ＝３，ｂ＝２，显然这

不是方程的解．
所以有 ａ｜ｂ２－ｂ＋１．
因为 ａ＝ｂｋ＋１（ｋ≥１），

所以 ｂ２－ｂ＋１
ｂｋ＋１

是整数．

所以 ｂ２－ｂ＋１
ｂｋ＋１ －１也是整数．

ｂ２－ｂ＋１
ｂｋ＋１ －１＝ｂ

２－ｂ－ｂｋ
ｂｋ＋１ ＝ｂ

（ｂ－１－ｋ）
ｂｋ＋１

是

整数．
因为 （ｂｋ＋１，ｂ）＝１，
所以 ｂｋ＋１｜ｂ－１－ｋ．
因为 ｋ≥１，显然有ｂ－１－ｋ＜ｂｋ＋１，
所以此时必有ｂ－１－ｋ＝０，
即 ｂ＝１＋ｋ，
所以ａ＝ｂｋ＋１＝ （ｋ＋１）ｋ＋１＝ｋ２＋ｋ＋１．
将其代入原方程可得

（ｋ２＋ｋ＋１）３－（ｋ＋１）５ ＝ （ｋ２＋２ｋ＋２）２．
至此，只要解出方程，就能求出此题，该问题

就没有本质上的困难．但是，对于一个一元六次方

程，又是笔算，我们不可能有好的方法处理．当然，
我们可以让ｋ取１，２，４，６试一试（此时ｂ为２，３，５，７）．
可以求得ａ＝７，ｂ＝３．但是，此做法不严格，不能

确定是否还有更大的解．由于此题是选择题，我们

可以专门针对它，提出另外的思路．
由四个选项可知

３１５＜ａ３－ｂ３＋２＜３２０．
ａ３－ｂ３＋２＝ （ａ－ｂ）（ａ２＋ａｂ＋ｂ２）＋２

＝ｋ６＋３ｋ５＋６ｋ４＋６ｋ３＋３ｋ２＋２，
（下转３６页）
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去分母并整理，得
ｘｙｚ＝１０８－３（ｘｙ＋ｙｚ＋ｘｚ）．

因为 ｘｙ＋ｙｚ＋ｘｚ＝２８，
所以 ｘｙｚ＝１０８－３（ｘｙ＋ｙｚ＋ｘｚ）

＝１０８－３×２８
＝２４，

即ｘｙｚ的值为２４．

图４

例３　 如 图４，在 △ＡＢＣ
中，ＡＢ ＝４２５，ＢＣ＝４５０，ＣＡ＝
５１０，点Ｐ是 △ＡＢＣ内的任意一

点，线段ＤＥ，ＦＧ，和ＨＴ 的长均

为ｄ，且交于点Ｐ，Ｂ并分别平行

边ＡＢ，ＢＣ和ＣＡ，求ｄ的值．
解 　 连接ＡＰ，ＢＰ，ＣＰ 并

分别延长交边ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ 于点Ｍ，Ｎ，Ｑ．
因为 ＤＥ ∥ＡＢ，

所以 ＣＰ
ＣＱ ＝

ＣＤ
ＣＡ ＝

ＤＥ
ＡＢ ＝

ｄ
４２５
，

所以 ＰＱ
ＣＱ ＝１－

ｄ
４２５．

同理可ＰＭ
ＡＭ ＝１－

ｄ
４５０
，ＰＮ
ＢＮ ＝１－

ｄ
５１０．

根据以上的性质，可得

ＰＱ
ＣＱ＋

ＰＭ
ＡＮ ＋

ＰＮ
ＢＮ ＝１

，

即 １－ ｄ（ ）４２５ ＋ １－ ｄ（ ）４５０ ＋ １－ ｄ（ ）５１０ ＝１
，

则 ｄ １
４２５＋

１
４５０＋

１（ ）５１０ ＝２
，

解得 ｄ＝３０６，
所以ｄ的值为３０６．

练习 　
１．如图５，点Ｐ是 △ＡＢＣ 内有任意一点，

ＡＰ，ＢＰ，ＣＰ 分别交ＢＣ，ＡＣ，ＡＢ 于点Ｄ，Ｅ，Ｆ，

已知ＡＰ
ＰＤ＋

ＢＰ
ＰＥ＋

ＣＰ
ＰＦ ＝９２

，求ＡＰ
ＰＤ×

ＢＰ
ＰＥ×

ＣＰ
ＰＦ

的值．

图５ 图６

　　２．如图６，在 △ＡＢＣ中，点Ｅ，Ｆ，Ｐ分别在

边ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ上，已知ＡＥ，ＢＦ，ＣＰ交于点Ｄ，

且ＡＤ
ＤＥ＋

ＢＤ
ＤＦ＋

ＣＤ
ＤＰ ＝１９９４

，求ＡＤ
ＤＥ×

ＢＤ
ＤＦ×

ＣＤ
ＤＰ

的值．
答案

１．９４．　　　　２．１９９６


．

（上接３４页）

所以 ３２０＞ａ３－ｂ３＋２＞ｋ６，
因为ｋ是整数，所以易得ｋ≤２，
所以 １≤ｋ≤２．

经检验：ｋ＝２．此时ａ＝７、ｂ＝３。
于是ａ３－ｂ３＋２＝７３－３３＋２＝３１８．
选（Ｃ）．

知道了答案，我们不难给出进一步补充，严
格的证明原方程只有这一组质数解．对３取模．
分四种情况讨论：

（１）若ａ≡１（ｍｏｄ３），ｂ≡１（ｍｏｄ３），则左边

≡１－１≡０（ｍｏｄ３），右 边 ≡ （１＋１）２ ≡
１（ｍｏｄ３），左边  右边，矛盾．

（２）若ａ≡１（ｍｏｄ３），ｂ≡３（ｍｏｄ３），则左边

≡１－３２≡２（ｍｏｄ３），右 边 ≡ （１＋２）２ ≡
０（ｍｏｄ３），左边  右边，矛盾．

（３）若ａ≡２（ｍｏｄ３），ｂ≡１（ｍｏｄ３），则左边

≡８－１≡１（ｍｏｄ３），右 边 ≡ （２＋１）２ ≡
０（ｍｏｄ３），左边  右边，矛盾．

（４）若ａ≡２（ｍｏｄ３），ｂ≡２（ｍｏｄ３），则左边

≡８－３２≡０（ｍｏｄ３），右 边 ≡ （２＋２）２ ≡
１（ｍｏｄ３），左边  右边，矛盾．

综上 所 述，只 能 有ｂ≡０（ｍｏｄ３）或ａ≡
０（ｍｏｄ３）若ｂ≡０（ｍｏｄ３），因为ｂ为质数，所以

ｂ＝３，于是由上段的分析知：ａ＝７．同样的讨论

易知不可能有ａ≡０（ｍｏｄ３）．综上所述，原方程

只有一组质数解ａ＝７，ｂ＝３．
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