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问 题

问题 236 一题三解，孰对孰错?

如图 1 所示，边长为 1 的正方形 ABCD 的顶点

A、D 分别在 x 轴、y 轴的正半轴上移动，求
→OB· →OC

≥1 +槡32 的概率．

前期准备工作: 过 B 作 BE⊥x 轴于点 E，过 C
作 CF⊥y 轴于点 F，记样本空间为 Ω，“→OB· →OC≥1

+槡32 ”为事件 A．

图 1

解法 1 设 OA = a，则 BE
= DF = a，因为 A、D 分别在 x

轴、y 轴的正半轴上移动，所以

a∈( 0，1) ．
易求得 AE = OD = CF =

1 － a槡 2，又 OE = OA + AE = a

+ 1 － a槡 2，所以点 B 的坐标

为( a + 1 － a槡 2，a) ．

同理可得 C 的坐标为( 1 － a槡 2，a + 1 － a槡 2 ) ，

所以
→OB· →OC = ( a + 1 － a槡 2，a ) · ( 1 － a槡 2，a +

1 － a槡 2 ) = ( a + 1 － a槡 2 ) · 1 － a槡 2 + a· ( a +

1 － a槡 2 ) = 1 + 2a 1 － a槡 2 ．

所以
→OB· →OC≥1 +槡32 1 + 2a 1 － a槡 2≥1 +槡32

2a 1 － a槡 2≥槡32 16a4 － 16a2 + 3≤0 1
4 ≤a2≤

3
4 

1
2 ≤a≤槡32 ．

由上面过程可知: Ω = { a | 0 ＜ a ＜ 1} ，A = { a | 12

＜ a ＜槡32 } ，由几何概率公式得 P ( A ) =
槡3
2 － 1

2
1 － 0 =

槡3 － 1
2 ．

故所求概率为槡3 － 1
2 ．

解法 2 设∠BAE = α，则∠ADO =∠DCF = α．
∵ A、D 分别在 x 轴、y 轴的正半轴上移动，所以 α∈

( 0，π2 ) ．

又 OE = OA + AE = sinα + cosα，BE = sinα，所以

点 B 的坐标为( sinα + cosα，sinα) ，同理 C 的坐标为

( cosα，sinα + cosα) ，所以
→OB· →OC = ( sinα + cosα，sinα) · ( cosα，sinα +

cosα) = ( sinα + cosα) ·cosα + sinα·( sinα + cosα)

= 1 + sin2α．

由题意，事件 A 满足:
→OB· →OC≥1 +槡32 ，所以 1

+ sin2α≥1 +槡32 ，解得
π
6 ＜ α ＜ π3 ．

由上面过程可知: Ω = { α | 0 ＜ α ＜ π2 } ，A = { α |

π
6 ＜ α ＜ π3 } ，由几何概率公式得 P ( A) =

π
3 － π6
π
2 － 0

=

1
3 ．

故所求概率为
1
3 ．

解法 3 同解法 2 的过程可知
→OB· →OC = 1 +

sin2α，α∈( 0，π2 ) ，所以
→OB· →OC∈( 1，2］．

又由题意，事件 A 满足:
→OB· →OC≥1 +槡32 ，所

以，Ω = ( 1，2］，A =［1 +槡32 ，2］，由几何概率公式得

P( A) =
2 － ( 1 +槡32 )

2 － 1 = 槡2 － 3
2 ．

故所求概率为 槡2 － 3
2 ．
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以上三种解法看似都对，为何得到不同的结果，

问题到底出在哪里，究竟孰对孰错?

张琴竽 徐传杰 ( 湖北省枣阳市白水高中

441214)

评 析

问题 233 一个关于函数解析式转换的问

题．

本问题共收到评析稿件 20 篇，比较一致的意见

是: 两种解法得到不同答案，根本原因是题目本身有

问题，题目给出的条件多余，破坏了条件的相容性，

导致试题错误．

由条件 f( x + 1) = f( － x) 可知函数f( x) 的图象

关于直线 x = 1
2 对称，而当 x∈( 0，1) 时f( x) = log 1

2

( 1 － x) 的图象并不关于直线 x = 1
2 对称，事实上，显

然有 f( 1
3 )≠f( 2

3 ) ．

来稿前三名的作者是: 王安寓 ( 江苏省南京市

六合区实验高级中学) ，连永欣( 福建省福州市仓山

区对湖路 15 号福建师大附中) ，林运来( 福建省漳

州开发区厦门大学附属实验中学) ．

选登 1

笔者认为，原题是病题．

题设有 4 个条件:①函数f( x) 的定义域为 Ｒ;②

函数f( x) 是 Ｒ 上的奇函数;③函数f( x) 对任意 x∈Ｒ

都有 f( x + 1 ) = f ( － x) ; ④当 x∈ ( 0，1 ) 时，f( x) =

log 1
2
( 1 － x) ．

要解决的问题是: ⑤研究函数 f( x) 在区间 ( 1，

2) 内的单调性和正负性( 符号) ．

分析 4 个条件:

①是说f( x) 对任意 x∈Ｒ 都有意义;

②是说函数f( x) 的图象关于原点对称( 这其中

也牵涉函数的单调性、最值等) ;

③是说函数 f( x) 的图象关于直线 x = 1
2 对称

( 这其中也牵涉函数的单调性、最值等) ;

④给出了函数f( x) 的一段( 在 x∈( 0，1 ) 时) 解

析表达式( 解析式给定，函数在区间( 0，1) 上的单调

性、最值、函数值的符号等都随之确定) ．

问题出在条件③与条件④不相容上． 容易看出

条件④给出的函数f( x) 在 x∈( 0，1 ) 时的图象不关

于直线 x = 1
2 对称．

根据函数的对称性，可将该题中条件④和要解

决的问题⑤进行修改，得如下问题:

新题 1 定义在 Ｒ 上的奇函数f( x) 满足 f( x +

1) = f( － x) ，当 x∈( 0，
1
2 ］时，f( x) = log 1

2
( 1 － x) ，

则f( x) 在区间( 1，
3
2 ) 内是 ( )

( A) 增函数且f( x) ＞ 0．

( B) 增函数且f( x) ＜ 0．

( C) 减函数且f( x) ＞ 0．

( D) 减函数且f( x) ＜ 0．

新题 2 定义在 Ｒ 上的奇函数f( x) 满足 f( x +

1) = f( － x) ，当 x∈( 0，1) 时，

f( x) =
log 1

2
| 12 － x |，x≠ 1

2 ，

0，x = 1
2

{ ，

则f( x) 在区间( 1，
3
2 ) 内是 ( )

( A) 增函数且f( x) ＞ 0．

( B) 增函数且f( x) ＜ 0．

( C) 减函数且f( x) ＞ 0．

( D) 减函数且f( x) ＜ 0．

从考查的对称性上思考，将条件②与条件③对

调，条件④修改( 可保持要解决的问题⑤不变) ，得

如下问题:

新题 3 定义在 Ｒ 上的偶函数f( x) 满足 f( x +

1) + f( － x) = 0，当 x∈［0，
1
2 ］时，f( x) = log 1

2
(
3
2 －

x) ，则f( x) 在区间( 1，2) 内是 ( )

( A) 增函数且f( x) 的值先正后负．

( B) 增函数且f( x) 的值先负后正．

( C) 减函数且f( x) 的值先正后负．

( D) 减函数且f( x) 的值先负后正．
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新题 1 和新题 2 的答案均为( D) ，新题 3 的答

案为( C) ．

王安寓 ( 江 苏 省 南 京 市 六 合 区 实 验 高 中

211500)

选登 2 细看之下，这道题的两种解法都没有

问题，但却得到前后两个不同的解析式，只有一种可

能: 这道题是一道错题． 为了更清楚的看出这点，我

们做一番简单的推导．
当 x∈( － 1，0) 时，有 x + 1∈( 0，1 ) ，－ x∈( 0，

1) ，则 f( x + 1 ) = log 1
2
［1 － ( x + 1) ］= log 1

2
( － x) ，

f( － x) = log 1
2
［1 － ( － x) ］= log 1

2
( 1 + x) ． ∵ f( x +

1) = f ( － x) ，∴ log 1
2

( － x) = log 1
2

( 1 + x) ． 而函数

log 1
2
u 在( 0，1 ) 上是单调递减函数，所以一定有 － x

= 1 + x，∴ x = － 1
2 ． 也就是说，当 x∈( － 1，0 ) 时，

只有当 x = － 1
2 时才有 f( x + 1) = f( － x) 成立，这就

与题目的条件( 对于任意的 x 都应该有f( x + 1) = f
( － x) ) 矛盾．

上面的推导中我们并没有利用函数f( x) 是奇函

数这一条件，因此可以想象 f( x) 是奇函数与 f ( x +
1) = f( － x) 这两个条件并不矛盾． 事实上，我们可以

构造一个函数f( x) = sinπx 来说明这两个条件可以

并存，显然它是一个奇函数，而且

f( x + 1) = sin［π( x + 1) ］= sin( πx + π)

= － sin( πx) = sin［π( － x) ］= f( － x) ．
现在我们知道题目的问题一定出在那个给定的

解析式，若要使得题目不出错，就应该换一个解析

式．
那么，当 x∈( 0，1 ) 时，函数f( x) 的解析式应该

满足什么条件时，这道题才不会出错呢? 首先，由

f( x) 是奇函数可得 f( 0 ) = 0，再将 x = 0 代入条件 f
( x + 1) = f( － x) 中，有f( 1) = f( 0) = 0; 其次，在条件

f( x + 1) = f( － x) 中令 x = u － 1
2 ，可得 f( 1

2 + u) = f

(
1
2 － u) ，由 u 的任意性可知函数 f( x) 的图象关于

直线 x = 1
2 对称． 而f( x) = log 1

2
( 1 － x) 的图象在( 0，

1) 上并没有对称性，所以采用题目给出的解析式必

然导致错误．
因此，为了使得题目不出错，f( x) 在［0，1］上的

解析式应该满足f( 1) = f( 0 ) = 0 与图象关于直线 x

= 1
2 对称这两个条件才行( 这可以看做题目不出错

的必要条件，下面我们将说明这也是充分条件) ． 事

实上，在［0，1］上任意给定一个满足g( 1) = g( 0 ) =

0 并且图象关于直线 x = 1
2 对称的函数g( x) ，都能

利用函数的奇偶性( 为奇函数) 和周期性( 解法 1 中

已证周期为 2) “延拓”到整个实数集 Ｒ 上，“延拓”
后的函数f( x) 满足题目的条件．

设g( x) 是定义在［0，1］上的函数，满足条件

g( 1) = g( 0) = 0 并且图象关于直线 x = 1
2 对称，下

面我们将其“延拓”到实数集 Ｒ 上:x∈Ｒ，易知存

在唯一的 n∈Z 和唯一的 r∈Ｒ 满足 x = 2n + r，且 －
1 ＜ r≤1． 若 r∈［0，1］，则令f( x) = g( r) ; 若 r∈( －
1，0) ，则令f( x) = － g( － r) ．

容易验证:“延拓”后的函数f( x) 是奇函数且有

f( x + 1) = f( － x) 成立，验证过程稍显繁琐，这里从

略． 这样，我们可以在［0，1］上给出满足这两个条件

的解析式f( x) = ax( x － 1) ( a 为非零常数) ，它是二

次函数的一部分，它的对称轴正好就是直线 x = 1
2 ．

我们最后来分析一下出题者的命题意图． 显然，

出题者不但想考察函数的奇偶性和周期性，而且还

想在题中考察对数函数 log 1
2
u 的单调性． 为了实现

出题者的意图，又为了让函数保有对称性，我们可以

考虑将对数函数与二次函数复合，构造如下这个函

数: 当 x∈［0，1］时，f( x) = log 1
2
［x ( x － 1 ) + 1］=

log 1
2
( x2 － x + 1 ) ． 显然这个函数解析式满足我们上

面所分析的两个条件． 从而，我们可以在保留选项不

变的情况下将题目改成:

定义在 Ｒ 上 的 奇 函 数 f( x) 满 足 f ( x + 1 ) =
f( － x) ，当 x∈［0，1］时 f( x) = log 1

2
( x2 － x + 1 ) ，则

f( x) 在区间(
3
2 ，2) 内是 ( )

邓超 ( 福建省福州市第十八中学 350001)
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